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J. Phys. A: Math. Gen. 15 (1982) 1227-1241. Printed in Great Britain 

M6thodes sturmiennes pour le potentiel coulombien a 
plusieurs centres fixes 

C Duchont, M C1 Dumont-LepageS et J P Gazeaut 
t Universitt Pierre et Marie Curie, Laboratoire de Chimie Physique, 11 Rue Pierre et Marie 
Curie, F-75231 Paris, Cedex 05, France 
t Facultts Universitaires N D Paix, Dtpartement de Physique, Rue de Bruxelles 61, 
B-5000-Namur, Belgique 

Requ le 20 Juillet 1981 

RCaum6. Trois mtthodes d’approximation sont prtsenttes pour la recherche des ttats lies 
d’une particule placte dans un potentiel coulombien il plusieurs centres fixes; elles sont 
toutes les trois basdes sur la mBme technique: la technique sturmienne. Des rbultats 
numtriques permettent de les comparer dans le cas particulier bien connu de I’ion Hi. 

Abstract. The bound-state energy levels of a many-fixed-centres Coulomb potential are 
determined in three different ways. The three approximate methods are all based on the 
same technique: the sturmian one. Numerical results are given in the well known particular 
case of the H; molecular ion. 

1. introduction 

La recherche des Ctats stationnaires des molCcules est un problBme extremement 
complexe pour lequel il n’existe pas en gCnCral de solutions exactes et des mCthodes 
d’approximation sont B envisager. Dans cette perspective, en nous placant dans 
l’approximation de Born-Oppenheimer, nous prCsentons trois techniques de recherche 
des Ctats liCs (spectre discret d’bnergies negatives) d’une particule placCe dans un 
potentiel coulombien B plusieurs centres fixes. Ces techniques sont une g6nCralisation 
de la mtthode sturmienne (Dumont-Lepage et a1 1980, Gazeau 1980, Gazeau et 
Maquet 1979, 1980) dCjB connue par d’autres travaux et qui peut Stre ici considCrCe 
comme une alternative ClCgante aux mCthodes d’approximation traditionnelles (LCAO, 
variationnelle). En eff et elles consistent B rCsoudre des Cquations ‘SCculaires’ pour un 
parambtre po Cgal B &Eo6 E est prCcisCment 1’Cnergie de 1’6tat liC que l’on cherche B 
determiner. 

La premiere technique est tout B fait similaire B celle de Shibuya et Wulfman 
(Shibuya et Wulfman 1965, Wulfman 1971) et de Judd (1975), la diffhrence rCsidant 
dans le fait que l’on n’utilise pas de mCthode numkrique iterative mais tout simplement 
une r6solution numbrique des racines po  d’un dbterminant ‘sCculaire’. Les int6grales qui 
apparaissent dans le calcul sont les intCgrales dites de Coulomb. 

La deuxibme mCthode reprend le travail de Novosadov (1976) et fait appel B 
1’6valuation d’integrales dites d’Cchange. 

La troisikme mCthode que nous avons appelCe LCSO par analogie avec la mCthode 
LCAO traditionnelle (‘s’ comme sturmien) rkclame, quant a elle, les deux types 
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d’inttgrales dCjB CnoncCes et mCme les intCgrales plus complexes dites ‘& plusieurs 
centres’. 

Des calculs numCriques effectuCs sur l’ion H: dont les solutions sont par ailleurs 
connues avec une grande precision (Bates et al 1953) illustrent ces trois mCthodes et 
montrent que la mhhode LCSO semble particulibwment adapt& B d e  calculsl ab initio 
de la physique moleculaire. 

2. Equation de SchrMbger 

ConsidCrons 1’Cquation de Schrodinger pour les Ctats stationnaires d’energie E d’un 
Clectron soumis au champ Clectrostatique crQC par plusieurs noyaux fixes Nu ( h  = m = 1) 

oii les g, sont les constantes de couplage et ou les vecteurs R, positionnent les noyaux 

On impose aux fonctions d’onde *\zIE(~) d’8tre de c a d  intCgrable sur e, c’est-&-dire 
Nu. 

Le spectre des valeurs nCgatives de E est discret et possbde une infinit6 de valeurs, 
chacune de multiplicitC finie. Notre propos est donc de mettre au point des techniques 
numeriques en vue de la dbtermination de ces valeurs negatives de E (Cnergie des Ctats 
lids). 

Pour des raisons de commoditb, nous adoptons pour la suite la notation suivante 

pt=-2E>O *pO(r) * E ( r ) +  (2.3) 

3. Eqwtion stprmlenne ass&& et cornpacit6 

Une caractCristique essentielle de 1’6quation (2.1) est que le potentiel 

est ‘relativement compact par rapport B l ’ e r a t e u r  T = -;A’ (Reed et Simon 1978). 
On peut donc affirmer que I’opCrateur symCtrisC 

(3.2) 

est compact. Notons que puisque l’opbrateur ( - A + & )  est dCfini positif, on peut 
prendre sa racine carrCe. 

Ceci nous ambne B transformer l’bquation (2.1) en une Cquation aux valews propres 
dite 6quation sturmienne associCe B l’bquation de Schradinger, pour l’optrateur 
autoadjoint A (Po)  : 

2 -112 A(po)=( -A+po)  (-2V(r))(-A+p;)-’” 

C~-A@o)l4&) = 0 (3.3) 
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(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

L’tquation (3.3) impose en fait aux valeurs propres a(p0) de A(p0) 

Les racines rCelles positives en PO de cette Cquation fournissent les valeurs des Cnergies 
des Ctats lits. Ce resultat est valid6 par l’application du theoreme d’analyticitt de 
Fredholm (Reed et Simon 1972) rendue possible par I’analyticitC de I’opCrateur A(pd 
dans le demi-plan complexe 

j?, = Re(po) > 0. 

La relation (3.4) permet enfin de determiner les fonctions d’onde Ym(r)  connaissant les 
vecteurs propres dpo(r). 

La prCsence de racines carrCes d’operateurs dans l’expression (3.2) de A(p0) 
complique malheureusement quelque peu le probleme; aussi allons nous transformer 
Abo)  en un opCrateur indgral, plus simple B manipuler, au moyen d’une isomttrie 
entre L2(W3) et L2(S3) oU S3 reprCsente la sphere unit6 de W4. 

4. Isomdtrie de Fourier-Fock 

4.1. Transformation de Fourier-Fock de W&) 
Nous allons op6rer ici une transformation dite de Fourier-Fock (Judd 1975, Lepage 
1981, Monkhorst et Jeziorski 1979, Novosadov 1976, Schwinger 1964, Shibuya et 
Wulfman 1965) sur l’tquation initiale (2.1) satisfaite par la fonction d’onde Y&). 

Tout d’abord, introduisons la transformbe de Fourier @,&) de la fonction Y&): 

1 
.j.,@> =p j dr  exp(-ip.r)yr,(r). (4.1) 

I1 est bien connu que 

@Jp) E L2(w3) e Y J r )  E L2(w3). (4.2) 

Ensuite definissons la transformee de Fock $&) de @Jp) au moyen de deux 
optrations successives. 
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4.1.1. Changement de variable. La premike de ces operations envoie les vecteurs p de 
rw" sur des points de l'hypersphkre unite de R4 de la fason suivante: 

P:-IPI2 2PoP 
CO=- 

P o  +lPl Po2 +lPI2' 

(4.3) 

(4.4) 

I1 est clair que 

\el2 = 5: + = 1.  (4.5) 
Inverdment, les vecteurs p de R3 se dkduisent des quadrivecteurs e= (to, 6) de S3 par 

Po 
P = -  1 +To l- 

En particulier, on a la relation 

(4.6) 

oar-(1,O). 
La mesure d p  (5) sur S3,  invariante sous le groupe O(4) des rotations, est alors liCe B 

la mesure euclidienne dp de R3 par 

Rappelons que, h l'aide de la partie angulaire (&, 64) des coordonnCes hyper- 
sphbriques de 6, cette mesure s'kcrit 

A 

dp(5) = sin2 6 sin ê  d& de  ̂d& O s &  s7r; o c  6 s  7r; o s  # < 27r. (4.9) 

4.1.2. Multiplication par un poids. La deuxiime des operations qui dtfinissent la 
transformation de Fock consiste en une multiplication par un poirts judieiew-ment 
choisi. Expl$itement, la transformation de Fock, notee F,, associe B la fonction 'PmCp) 
la fonction #m(5) definie par 

(4.10) 

et oil k est deja difini en (3.4) et (3.5). 

4.2. Transformation isomitrique de &,(r) 

La transformation de Fourier-Fock que nous venons d'op6rer sur les fenctions qm(r> 
de L2(R3), couplee avec la relation (3.4) qui introduit les fonctions &(r) B partir des 
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fonctions T&), permet alors de dCfinir la transformation isometrique am suivante: 

L2(w3) S L 7 S 3 )  
(4.1 1) 

Plus prCcisCment, par (3.4), (4.1) et (4.10) et sachant que (pg +/PI’) est la transformee 
de Fourier de l’opCrateur bg -A), la transformke isomCrique de &,(r) s’6crit 

InversCment 

4.3. Equation sturmienne associke dans L2(S3) 

Sous l’action de l’isombtrie Qm, 1’Cquation aux valeurs propres (3.3), Cquivalente a 
1’Cquation de Schrodinger (2.1), prend dans L2(S3) la forme suivante 

est un opkrateur intCgral. En effet, de la formule gCnCrale 

et sachant que 

Ir - 6’1’ P i  
I p  -p’12 = (1 +fo)(l +&) 

l’action de I’opCrateur Abo) sur une fonction &(r) s’icrit 

Oil 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

On remarque dans la somme sur cy, la presence du noyau integral D(6,t’)  = 
(4rr2]r-(’)2)-’ qui est la restriction B S3 de la fonction de Green correspondant au 
laplacien dans R4; ce noyau est symktrique, et d6finit un opCrateur intCgral compact 
autoadjoint (Schwinger 1964) 

(4.19) 0 (&4‘) = 6 (5 - 5’). 
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5. Base daas L 2 ( ~ 3 ) C 0 n c t i o ~  eo”abiennes 1Ptarreieme.s 

Le choix d:une base dans L2(S3) est maintenant nkcessaire pour exprimer l’operateur 
compact A(po) sous la forme d’unt matrice infinie. Toutes les bases dans lesquelles 
nous dkcomposerons l’opkrateur A(p0) sont ici dkfinies B partir de la plus familitre 
d’entre-elles: la base orthonormke des harmoniques hyperspheriques definies sur la 
sphtre S3 (Judd 1975, Shibuya et Wulfman 1965), soit 

~ , ( r ) = ~ , , i  cz-li-1 (COS 4) (sin 4)‘ Yt,m($,  6) (5.1) 
Oil 

(i) p = ( n ,  1, m )  avec n, I et m entiers tels que O s l m l s I < n  

(iii) CE*l-.l (cos 4) sont des polynbmes de Gegenbauer 

(iv) Yr,,,,(t$&) sont les harmoniques sphtriques normaliskes sur la sphere unite S 2  
de R~ 

A 

(VI O S d S T  O G O G T  0 4 < 2 r .  

Ces harmoniques hypersphkriques vkrifient la propriktC fondamentale 

( 5 . 5 )  

La transformation de Fourier-Fock inverske (et parallklement l’isometrie 
inverske) permet de dkfinir dans l’espace des positions L2(U@) les fonctions images de 
cette base { Y,(e)}, soit 

(5.6) 9,,&) = Fourier-’[5F;: ( Y, (())I 
ou de faGon Cquivalente 

Ce sont les solutions de l’tquattion de Schriidinger pour le potentiel - g / r  dans 
lesquelles le paramttre po se substibe ii la constante de eouplage g par I’interm6dia.h-e 
de la relation de quantification (Schiff 1955) 

g =PO n. 15.8) 
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Pour cette raison, les fonctions q,,,,,,(r) s’appellent ‘coulombiennes sturmiennes’. Dans 
un systbme de coordonnkes sphkriques (r, @,4) et en posant k = 1, elles s’kcrivent 

*’Cc,po(r) =Nnt(2po) r e O L - 1 - 1  @PO r )  Km (@,4) (5.9) 
1+3/2 I -p r 21+1 

Oil  

(5.10) 

(ii) L:‘-:’-1(2po r) sont des polynames de Laguerre. 

Comme les Y,(t), les fonctions 9,,&) sont normalisbes h l’unitk et constituent un 
ensemble complet sur L 2 ( k )  mais, cette fois, non orthogonal pour le produit scalaire 
habituel. En effet la relation (5.4) d’orthonormalitk des Y,(t)  devient dans L2(k) 

(5.11) 

Signalons que c’est cette expression (5.1 1) qui justifie le choix dans (5.7) de la constante 
k, dkfinie par ( 3 3 ,  kgale h 1. 

6. ApproKimations par opihteurs de rang fini 

La compacitk de Abo) et donc de Abo) justifie son approximation par une suite 
d’optrateurs de rang fini dont il est la limite pour la topologie dbfinie par la norme des 
opkrateurs born&. Autrement dit, la matrice infinie de reprksentation de l’opkrateur 
d(po) dans la base choisie pourra Qtre approchke par une suite de matrices carrkes de 
dimensions finies. 

Finalement, trois techniques de rksolution de l’kquation 

[ I  -~bo)ldFM = 0 P o €  R: (6.1) 

ont Ctk envisagkes. 

6.1. l e  mkthode: MCDL (Judd 1975, Lepage 1981, Shibuya et Wulfman 1965, Wulfrnan 
1971) 

La premibre de ces trois mkthodes consiste ii dkcomposer l’opkrateur d(po) dans la base 
orthonormke des harmoniques hypersphkriques: { Y, (e)},. On peut ainsi construire les 
matrices (Po) de dimension finie f en sklectionnant les f premibres lignes et les f 
premibres colonnes de la matrice infinie (d,,dp0)) dkfinie par 

d,,4Po) = (Y,’ ACpo) Y,’)L%3) 

RkexprimCs en fonction des vecteurs de base dans l’espace des positions, ces klkments 
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de matrice prennent la forme suivante: 

Les intbgrales intervenant dans (6.3) sont appelbes ‘intbgrales de Coulomb’. 

les racines en P O  de l’bquation 
La technique de rbsolution consiste alors A analyser pour des valeurs croissantes def 

dht[SzLE -dlft,(po)] = 0. (6.4) 

6.2. 2e mkthode: Novosadov (Novosadov 1976, Monkhorst et Jeziorski 1979) 

Dans la 2e mbthode, Novosadov a utilise la base ‘surcomplkte’ (non orthogonale) 
Cdj,mCZ>>j : 

j =  (p,  a ) =  (n, I ,  m, a) .  (6.5) 
. f * R a  

Pori 1+50 

112 

djj.m(6) = (a) exp( - 1po -) Y,(O 
I1 y correspond dans L2(R3) la base surcomplbte {9 j ,m( r ) } j :  

112 

Yj,pO(r) = Fourier-’ (djPm(6))J = (”) 9\VIL,m{r - Ra). (6.6) 

Ce sont les fonctions coulombiennes sturmiennes centrbes sur chaque noyau. En posant 

&a([> =C ciko>dj,m(Z> (6.7) 

et en remarquant que, grace A (S.4), le noyau dm(& 5’) de l’opbrateu inthgral Abo) 
s’icrit simplement 

(6.8) 

1’Cquation aux valeurs propres (6.1) donne naissance, aprbs troncature a un ordre f des 
dbveloppements (6.7) et (6.8), au systkme d’bquations linbaires homogbnes pour les 
cofficients cj(po) 

2 Cj , (pO){S j j .  - $j&J} = 0 l s j s f  (6.9) 

Po n 

i 

J&(6, 6’) = c &70cs>f,*,, (5’) 
i 

j ‘=  1 

Oil  

$ j i W  (dj,,, d j i ’ . m ) L ~ )  

i = ( p ,  a )  j ’  3 (p’ ,  a’). (6.10) 

Avec les fonctions qj,,(r) donnbes en (6.6) les &po) s’bcrivent 

(6.11) 

OU 

Raa* = Rat - R,. (6.12) 
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L’intkgrale sous-jacente B (6.11) est appelke ‘intkgrale d’kchange’ si a # a’; si a = a‘, 
on se trouve dans le cas particulier de l’kquation (5.11). 

6.3. 3e mkthode: LCSO (Duchon 1981, Duchon et a1 1982) 

La troisibme mkthode fait usage de la base surcomplete {6j.m(S)}j: 

(6.14) 

il est clair que leurs homologues dans l’espace L2(W3) sont les fonctions coulombiennes 
sturmiennes PF,po(r -Ra). 

La technique d’approximation choisie cette fois est apparentke B celle de la mkthode 
LCAO (Lowe 1978, Slater 1963, Cohen-Tannoudji et a1 1977) d’ou son appellation de 
LCSO (‘linear combination of sturmian orbitals’). En posant dans (6.1) 

&CS> = C dfWi j ! ,m(S)  (6.15) 

en multipliant B gauche par ifpo (6) et en intCgrant sur S3 on fait ainsi apparaitre deux 
types d’integrales: 

i’ 

(6.16) 

et 

&(PO) = d p  (S>iiT,o ( S ) ~ ( P O )  &,m(S)- (6.17) 

Le systeme d’Cquations linkaires homoghes pour les inconnues dj(po) posdde une 
solution non triviale si son dkterminant s’annule; cette condition s’obtient B nouveau en 
recherchant pour des valeurs croissantes de f les racines en po  E rW: de 

(6.18) 

oh cy) (Po) est l’approximation d’ordre f de la matrice infinie (&po)).  Remarquons 
que, avec les fonctions coulombiennes sturmiennes les intkgrales &po) prennent la 
forme 

Dbs lors, si a = a’, les inttgrales sous-jacentes B (6.19) sont des intkgrales de Coulomb 
tan& que celles obtenues pour a #a‘ mais p = a ou p =a’ sont des intbgrales 
d’tchange; si les trois entiers a, a’ et /3 sont tous diffkrents elles sont d’un troisibme type 
encore plus gbntral. 
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Ces mithodes sont appliquCes au cas particulier d’une particule dans le champ de deux 
centres fixes pour les deux constantes de couplsge identiques: g1= g2 = 1. Ce modble 
est celui de l’ion Hi complhtement rCsoluble en coordonnCes elliptiques (Bates et a1 
1953); nous pouvons ainsi comparer nos rksultats ii ceux, exacts, Eo& par Bates et a1 
(1953). Les valeurs annulant les dkterminants donnent les po(R) et donc les Cnergies 
Clectroniques 

E=-’  Z P O  * (7.1) 

et les Cnergies totales molCculaires dans l’approximation de Born-Oppenheimer (Lowe 
1978, Cohen-Tannoudji et a1 1977) 

E,&?)= - i p ;  +R-’ (7.2) 

fonctions de R = ~ R I  -&I. 
Les calculs effectuds dans la premi2re m’thode sont similaires ii ceux propods par 

Shibuya et Wulfman (196S), Wulfman (1971) et repris plus tard par Judd (1975). Bien 
que leur analyse soit aussi sturmienne, leur mode de rCsolution diffLre du notre. Tout 
d’abord, Shibuya et Wulfman traitent le produit p& comme un parambtre unique, mais 
la diffbrence essentidle entre notre approche et la leur rCside dans le calcul des 
intCgrales de Coulomb de l’expression (6.2). En sCparant les variables e et e’ ils Ccrivent 
ces inttgrales sous forme de sommes infinies ce qui emp6che de donner une forme 
compacte ii leurs Cquations s6culaires (formule (32) de Shibuya et Wulfman 1965). De 
plus, ils rksolvent celles-ci par des mithodes itCratives assez compliqu6es au lieu de 
rechercher simplement les racines d’un dkterminant. Dans la mCthode que nous 
proposons ici, nous calculons les intCgrales de Coulomb dans l’espace des positions, 
c’est-&dire ii l’aide de la relation (6.3). Pour obtenir ai&ment l’expression analytique 
de ces intdgrales, les noyaux N1 et N2 ont CtC plac6s sur l’axe OZ du systbme de 
coordonntes. Dans ce cas, 02 est un 5 e  rotation et l’entier m reste un ‘bon’ nombre 
quantique: il existe donc une matrice (A,,~(po)) pour chaque valeur de m et les po(R) 
que nous calculons (et par consequent les Cnergies des Ctats l ib) dbpendent de ce 
nouveau paramhe. Par contre, pour chaque valeur h d e  de m, les nombres 1, 1’, n et n’ 
prennent une infinit6 de valeurs e$ibres positives en accord avec (5.2) (i). Nous avons 
alors choisi de remplir la matrice (A,,,(p0)) en faisant parcourir A n (pour les lignes) et n’ 
(pour les colonnes) l’ensemble des entier depuis Iml+ 1 jusqu’h I’infini. Pour chaque 
valeur de n (ou de n’) nous faisans alors crohre f (ou f’) depuis ]mi jusqu’ii n -1 (ou 
n’-  1). 

Rappelons que la matrice est symCtrique: il s’ensuit un gain de temps apprtciable. 
Les tests numCriques ont CtC effectds sur I’ordinateur Digital DEC 2060 de Centre de 
Calcul des Facultts Universitaires NQFe-Dame de la Paixde Namur. Les dbterminants 
ont CtC calcul6s ii I’aide de la sous-routine L W ~ F  de la librairie IMSL (IMSL 1980) et la 
m6thode de la bissection a servi ii rCsoudre les Cquations (6.4). 

Les valeurs obtenues par la deuxihze m’thode que nous prksentons ici sont extraites 
de l’artick de Novosadov (1976). I1 les a calculkes en r h l v a n t  l’huation (&9) per dcs 
techniques itbratives dont la complication ne se juStirie pas pour ce pr0b-e. En CAW, 
nous a v m  trb aimplmentretcouv4 Ics  m b  rtouUats en annulant leaCltermionrrt. du 
systhme (6.9) limit6 ii des dimensions petites. Signalons enfin que Monkhorst et 
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Jeziorski (1978) ont repris cette mCthode B leur compte, sans toutefois donner de 
rksultats numCriques. 

La mkthode LCSO quant B elle a CtC testke numkriquement sur l’ordinateur CDC 
6600 de 1‘IN2P3 B 1’UniversitC Pierre et Marie Curie B Paris. Dans ce cas particulier de 
deux noyaux, il apparait deux t w s  d’integrales: les int6grales &(Po) sont des 
intCgrales d’echange; les intggrales Cfjt(Po) sont des intCgrales de Coulomb (a = a’ = 
1 ou 2) ou des intCgrales d’bchange (a # a’, p = 1 ou 2). Les inttgrales de Coulomb 
sont du mQme type que celles calculkes dans la premiere mCthode. L’expression 
analytique des int6grales d’Cchange est obtenue en introduisant les coefficients 3J et 9J 
de Wigner (Edmonds 1974). 11s ont CtC calculCs ?I l’aide des sous-routines COEF~J, 
RAcAI) et COEF~J (CEA note No 1467). La rCsolution des Cquations (6.18) est effectuee 
par la mCthode Regula-Falsi. 

Des courbes et tableaux comparatifs sont donnCs pour diffCrents Ctats (m = 0). La 
figure 1 reprend les courbes de po(R) dCduites des valeurs donnCes par Bates et a1 
(1953) et ce, pour les six premiers Ctats. On trouvera ensuite les courbes E,,,(R) 
(0 < R d 3.6 ao) pour 1’Ctat fondamental la, (figure 2) et le premier Ctat excitC lc,, 
(figure 3) obtenues par la premiere et la troisieme mCthode B un ordre f jug6 suffisant 
pour la convergence. Dans les tableaux 1 et 2 sont reprises les valeurs de po(R) 
(O< R ~3 ao) de 1’Ctat fondamental la, (table 1) et de l’ttat excite la,, (table 2) 
fournies par les trois mCthodes avec des matrices de dimension 6 et 12; la comparaison 
est aussi faite avec les valeurs exactes. Le tableau 3 donne les p o  de 1’6tat fondamental 
(R = 2 4  pour les trois mCthodes et pour des valeurs croissantes de f et le tableau 4 
donne les po de l’ttat excitt 40, (R = 1 . 2 ~ ~ )  pour la premiere et la troisibme mCthode. 

1 I I I I I 
O 1 2 3 4 5 

R 

Figmm 1. Valeurs exactes (Bates et all9531 de po(R) pour les six premiers ttats (m = 0). 
p&on 1. Exact values of po(R) for the first six levels (m =O). 



-0.3 

-0.40 

c 

d 

-0.50 

-0.60 

C Duchon, M Cl Dumont-Lepage et J P Gazeau 

- 

- 

- 

- 

le, m’ethode l f d401  I 

0 3  

0.2 

0.1 

+ 
0 

4; 

-0.11 

-0.21 

, 
1 2 3 

R 

Figure 2. Energie totale pour I’ttat fondamental log 
donnde par la premibre mtthode avec des matrices 
de dimensions 640 et par la troisibme mtthode avec 
des matrices de dimensions C20 (m = 0). 
Fignre 2. Total energy level for the ground state log 
obtained by the first method with matrices of 
dimensions ~ 4 0  and by the third method with 
matrices of dimensions ~ 2 0  (m  = 0). 

R 

Figure 3. Energie totale pour M a t  excitt lo, 
donnde par la premiBre mdthode avec des matrices 
de dimensions 640 et par la troisibme mtthode avec 
des matrices de dimensions 620 ( m  = 0). 
Figure 3. Total energy level for the first excited 
state lo, obtained by the first method with matrices 
of dimensions 6 4 0  and by the third method with 
matrices of dimensions ~ 2 0  (m = 0). 

8. Examen des resultats et conclusions 

Remarquons tout d’abord que I’ensemble des valeurs proposkes par Novosadov (1976) 
Ctait trop incomplet pour nous permettre d’en tirer des courbes pour les figures 2 ou 3. 
Cependant l’examen des tableaux 1 et 2 nous permet de considkrer que cette mCthode 
est comparable B la premiere du point de vue de la convergence. 

De l’examen des courbes d’abord et des tableaux 3 et 4 ensuite, il d6coule que la 
premibre mCthode, mbme si elle converge bien pour de faibles valeurs de R, n’est pas du 
tout performante. Le calcul des ClCments de matrice de grande dimension (f = 40 pour 
certains R )  requiert un temps CPU considCrable qui en fait une mCthode peu 
Cconomique. Une description plus dCtaillCe de son fonctionnement (choix de l’origine 
du systbme de coordonnCes, Ctudes de la convergence en fonction de R, . . .) est faite 
dans la thkse (Lepage 1981). 

La troisibme technique, bien que rkclamant le calcul des deux types d’intbgrales 
(d’6change et de Coulomb) est de loin la plus performante car la convergence est 
beaucoup plus rapide. On peut vraisemblaMwt attribuer cette rapidit6 au principe 
mbme de la m6thode qui allie 5 la fois les avantages des mtthodes LCAO (ne privilkgie 
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Tableau 1. Valeurs de po(R) pour l’ttat fondametal lug obtenues par les trois mCthodes 
avcc des matrices de dimensions 6 et 12 (m = 0). 
Table 1. Approximate values of po(R) for the ground state lag obtained by the three 
methods with matrices of dimensions 6 and 12 (m = 0). 

~~~~ ~~ ~ ~~ ~ ~~~~ 

f =6 f=12 
Exact - 

R(ua) MCDL Novosadov LCSO MCDL Novosadov LCSO (Bates) 

0 
0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1 .o 
1.2 
1.4 
1.6 
1.8 
2.0 
2.2 
2.4 
2.6 
2.8 
3.0 

2.0000 
1.9602 
1.8856 
1.8104 
1.7415 
1.6798 
1.6244 
1.5746 
1.5296 
1.4888 
1.4517 
1.4177 
1.3868 
1.3579 
1.3313 
1.3122 

2.0000 
1.9634 
1.8848 
1.8150 
1.7477 
1.6885 
1.6260 
1.5708 
1.5195 
1.4715 
1.4271 
1.3857 
1.3474 
1.3120 
1.2793 
1.2491 

2.0000 
1.9639 
1.8973 
1.8277 
1.7624 
1.7031 
1.6498 
1.6019 
1.5587 
1.5197 
1.4844 
1.4522 
1.4229 
1.3961 
1.3715 
1.3491 

2.0000 
1.9608 
1.8903 
1.8176 
1.7501 
1.6891 
1.6346 
1.5858 
1.5419 
1.5021 
1.4657 
1.4321 
1.4008 
1.3716 
1.3441 
1.3201 

2.0000 
1.9617 
1.8942 
1.8237 
1.7566 
1.6952 
1.6396 
1.5898 
1.5449 
1.5041 
1.4667 
1.4323 
1.4003 
1.3704 
1.3424 
1.3160 

2.0000 
1.9639 
1.8976 
1.8282 
1.7631 
1.7038 
1.6503 
1.6025 
1.5593 
1.5203 
1.4849 
1.4527 
1.4232 
1.3965 
1.3721 
1.3496 

2.0000 
1.9640 
1.8978 
1.8284 
1.7632 
1.7040 
1.6506 
1.6027 
1.5594 
1.5204 
1.4850 
1.4528 
1.4235 
1.3967 
1.3722 
1.3497 

Tableau 2. Valeurs de po(R) pour le premier &at excitt la, obtenues par les trois mtthodes 
avec des matrices de dimensions 6 et 12 ( m  = 0). 
Table 2. Approximate values of po(R) for the first excited state la, obtained by the three 
methods with matrices of dimensions 6 and 12 (m = 0). 

f=6 f=12 
Exact 

R(ua) MCDL Novosadov LCSO MCDL Novosadov LCSO (Bates) 

0 
0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 
1.2 
1.4 
1.6 
1.8 
2.0 
2.2 
2.4 
2.6 
2.8 
3.0 

1 .oooo 
1.0026 
1.0104 
1.0227 
1.0382 
1.0553 
1.0712 
1 .0842 
1.0932 
1.0980 
1.0992 
1.0977 
1.0943 
1.0896 
1.0840 
1.0778 

1 .oooo 
1 .oooo 
0.9999 
0.9997 
0.9989 
0.9975 
0.9951 
0.9928 
0.9895 
0.9862 
0.9828 
0.9794 
0.9769 
0.9749 
0.9730 
0.9718 

1.0000 
1.0026 
1.0107 
1.0239 
1.0417 
1.0626 
1.0847 
1.1062 
1.1255 
1.1419 
1.1553 
1.1657 
1.1734 
1.1788 
1.1823 
1.1843 

1 .oooo 
1.0026 
1.0105 
1.0231 
1.0390 
1.0561 
1.0721 
1.0858 
1.0969 
1.1054 
1.1117 
1.1161 
1.1185 
1.1194 
1.1188 
1.1170 

1 .oooo 
1.0021 
1.0084 
1.0183 
1.0313 
1.0461 
1.0619 
1.0774 
1.0915 
1.1032 
1.1117 
1.1167 
1.1182 
1.1167 
1.1126 
1.1066 

1 .oooo 
1.0026 
1.0107 
1.0240 
1.0418 
1.0628 
1.0849 
1.1064 
1.1257 
1.1421 
1.1554 
1.1657 
1.1735 
1.1789 
1.1824 
1.1844 

1 .oooo 
1.0027 
1.0107 
1.0240 
1.0418 
1.0628 
1.0850 
1.1064 
1.1257 
1.1421 
1.1554 
1.1658 
1.1735 
1.1790 
1.1824 
1.1844 
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Tabkm 3. Valeurs de po pour R = 2 ua et pour 1’Ctat fondamental b , ( m  = 0). 
Table 3. Convergence rate yielddd by the three methods forrPlegrodstate  lc8 and for an 
internuclear distance R = 2 au (m = 0). f is the dimension Qf the suawjsive approximate 
matrices. 

Dim f MCDL Novosadov LCSO 

2 1.422 748 1.2766 1.4554 
4 1.425 745 1.3007 1.4758 
6 1.451 704 1.4271 1.4844 
8 1.451 929 1.4847 

10 1.464 724 1.4848 
12 1.465 695 1.4667 1.4849 

20 1.470 494 1.4850 

30 1.472 216 

40 1.475 061 
Bates 1.485 008 1.485 008 1.485 008 

Tableau 4. Valeurs de po pour R = 1.2 ua et pour E t a t  excit6 4c, (m = 0). 
Table 4. Convergence rate yielded by the first and the third methods for the excited state 
4cs and for an internuclear distance R = 1.2 au ( m  = 0). f is the dimension of the successive 
approximate matrices. 

Dim f MCDL LCSO 

- - 4 
6 0.6728 - 
8 0.6728 - 

10 0.6729 0.6731 
12 0.6729 

20 0.6730 
Bates 0.673 172 0.673 172 - 

acun centre d’attraction) et de la technique sturmienne (donne au parametre varia- 
tionnel la meilleure interprttation possible: I’bnergie). 

Signalons enfin que des rtsultats comparatifs concernant la fonction d’onde seront 
prtsentts ulterieurement. 
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